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Zviastni chovani fyziky

rozmerova uroven elementarnich castic
rezignujeme na otazku ,proc?” a ,jak to?"
odpovidame na otazku ,jak?"

pouze snaha predpovedet chovani
systemu
pouze pravdepodobnostni predpovedi




Quantum computing

pohled na ,pocitac” jako na ,stroj s
predpoveditelnym vysledkem®

z tohoto hlediska je pocCitacem temer
cokoli co se da nejak popsat

idea — miniaturizovat

vyuzit toho ze kvantova mechanika je
popsana

naznaky ideje — R. Feynman

dodnes témer vyhradne teoreticky obor
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PTM a QTM

* Probabilistic Turing Machine

 pfifazuje pravdépodobnosti pfechodum mezi
stavy

* suma pravdepodobnosti prechodu z jednoho
konkrétniho stavu musi byt 1 (lokalni
podminka)

* stav ve stromu nastane s pravdépodobnosti
rovnou nasobku pravdépodobnosti vSech vétvi
od kofene

« suma pravdépodobnosti stavl na jedné
urovni stromu musi byt rovna jedné (globalni
podminka, splnéna automaticky s lokalni
podminkou)

* PTM je mozno popsat matici
pravdépodobnosti pfechodu




Quantum Turing Machine

Popisuji chovani kvantoveho systemu

Kazdéemu stavovemu prechodu je prifazena komplexni
amplituda

Kazdemu stavu ve stromu je prirazena komplexni
amplituda urcena jako nasobek vsech amplitud
pfechodu od kofene

Pravdepodobnost stavu ve stromu se urci jako druha
mocnina velikosti amplitudy daneho stavu

pi=layl?
p,=|a,|?
P5=|a/?
Ps=layl?




QTM

konkrétni stav se na nékteré urovni stromu muze
vyskytnout nekolikrat

v takovem pripade se amplituda takoveho stavu
urCi jako suma amplitud jednotlivych vyskytu
amplituda je komplexni -> stavy mohou
interferovat

konstruktivni interference

— shodna orientace amplitud

destruktivni interference

— opacha orientace amplitud

— muze vést az k tomu ze pravdepodobnost daného
stavu je nulova (pouze na dané urovni stromu)




QTM

* |okalni podminka (jsme-li nekde pak musime nékam jit)

|a|*+|ay]*+...+|a | = 1
pro prechody z jednoho konkrétniho stavu

* globalni podminka (vzdycky musime nekde byt)

P1+pyt...+p =1
pro vsechny stavy na jedné urovni stromu

« platnost globalni podminky nevyplyva z platnosti
lokalni podminky




QTM

 QTM je mozno popsat pfechodovou matici

- euklidovska norma vSech sloupcu je rovna
jedné (lokalni podminka)

* matice je unitarni

MM*=M*M=|
kde M* je matice konjugovana transponovana

* (lze odvodit, netrivialni)
 Implikuje reverzibilitu




QTM

praci QTM nelze pozorovat

QTM prochazi vSechny moznosti
(exponencialni pocet)
z QTM je obtizné ziskat vysledek

mereni

— dotaz na jeden konkretni stav

— kladna odpoved s danou pravdepodobnosti
— dotaz nevratné zniCi konfiguraci QTM




Hilbertovy prostory

abstrakce popisujici stavy a chovani kvantovych
systému

vektorovy prostor se zavedenou operaci soucinu
(tzv.inner product, vysledek je komplexni Cislo)

musi navic byt tzv. complete
— odvozeni této podminky netrivialni
— bez vlivu na dalsi uvahy

vektor v prostoru = stav systému

vysledek soucCinu v1 a v2 = amplituda ze za predpokladu ze
system je ve stavu v2 je zaroven ve stavu v1




Bra-ket

« kazdému stavu kvanotvého systemu
odpovida jeden bra- vektor a jeden -ket

vektor
— bra vektor: <x|
— ket vektor: |x>
* obdoba radkoveho a sloupcoveho
vektoru
* inner product je nasobek bra- -ket
<x|ly>
zapisuje se <x|y>




Baze stavovéeho prostoru
QS

* pro kazdy ,pure” stav x plati
<X|x>=1

« pro néktereé dvojice stavu x y muze platit
<xly>=0

* Hledejme nejvetsi mnoziny stavu jejichz
vzajemny inner product je nulovy

— kardinalita takovych mnozin je pro dany QS
konstantni (tak je chova fyzika)

— takoveé mnoziny se chovaji jako ortonormalni baze
Hilbertova prostoru prislusejiciho danemu systému
(model se chova stejn€, proto byl také vybran)




Ekvivalence QS a HS

 dusledky:
— zvolme néjakou bazi HS
* jakykoli stav |x> je mozno vyjadfit jako

¥)=2alo)

 kde a, jsou komplexni kombinacni koeficienty a b; jsou
bazoveé vektory HS dimenze n

 |Inner product je mozno vyjadrit jako
(y) =2 ab
=1

kde a, jsou kombinacni koeficienty stavu x a b, jsou
kombinacni koeficienty stavu y




Qubit

» kvantovy system ekvivalentni
dvourozmeérnemu HS

* nekdy ve vyznamu ,stav kvantoveho
systemu...”

* oznacme negjakou ortonormalni bazi HS |0> a
|1>, pak stav qubitu je mozno vyjadrit jako
|s>=a |0>+ b |1>, |a|?+|b|?=1
kde a, b jsou komplexni Cisla

« qubit nese neomezené mnozstvi informace,
neni ale mozné ji extrahovat




Meéereni v abstrakci HS

mereni je operace nad systémem jejimz parametrem je
tzv. measurable

measurable je ortonormalni baze HS (nebo uplna
mnozina jejich disjunktnich podmnozin)
operace mereni zahrnuje nasledujici deje:
— urcCeni amplitudy stavu systému vzhledem k measurable
(inner product)
— ,nahodna“ volba nékteré ze slozek measurable
(urCena amplitudami)
— projekce stavu systému do zvolené slozky measurable
(systém je zménén)
— do ,makrosvéta“ se dostane informace o tom ktera ze slozek
measurable byla zvolena




Vyvoj QS

Ize vyjadrit jako operator nad prislusnym HS
zakladni otazka: jaka je amplituda stavu Y za
predpokladu ze systém prosel vyvojem A a
puvodné se nachazel ve stavu X?

<Y|A|X>
v zavedené notaci HS a vzhledem k dané bazi
Ize A vyjadrit jako unitarni matici
unitarni matice je v zasadé matice rotace
(vektory si zachovavaji delku)




Reverzibilita

(AX |Ax Y= (x|x)=1
(x|x) = <A*Ax ‘x>

ATA = |

« Kazdy QS je tedy reverzibilni (existuje operace,
ktera z vysledku odvodi argumenty)

« Zadna informace nemuzZe zmizet (to je dobfe,
protoze mazani informaci spotrebovava energii)
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Kompozice QS

» kompozice klasickych systému se chova
jako kartezsky soucin

» dimenze klasickeho slozeného systému

je
d(x+y) = d(x)+d(y)
« kompozice QS se chova jako tenzorovy
soucin
* Dimenze slozeného gs je
d(x+y) = d(x)"d(y)




Kvantovy registr

 slozen z qubitu
» stavovy prostor se chova jako tenzorovy
soucin
U ®V = {ug, Uy f® Vg, V1 = UgVo, UgVy, UpVg, UpVy |

Uy VoWo, UpVoWy, Uy Vi Wo, U Vi Wy,

UV oW = {UO’U1}®{V01V1}®{W0’W1}={

UoVoWp, UgVoWy, UgViWg, UV Wy }

* (pokud qubit je ,trochu jedniCka a trochu nula”
pak kvantovy registr je ,trochu od kazde
mozné kombinace bitu, trochu nula, trochu
jednicka, trochu dvojka, trochu trojka, ...")




Kvantovy registr

 jednotlivé slozky jsou tesneji vazané nez u
klasického registru

* obsah informace je vetsi nez v jednotlivych
slozkach dohromady

» stavovy prostor roste exponencialne

— pro popsani stavu stoqubitoveho registru je potreba
2100=1267650600228229401496703205376
komplexnich Cisel

— kvantove registry (a kvantove pocitace obecné) se
,obtizne" simuluji klasickou vypocetni technikou

— Soucasny hardware ,nastésti* umoznuje max. 3gb
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Quantum entanglement

* baze kombinace Hilbertovych prostoru je
tenzorovy soucin bazi slozek

 tenzorovy soudin stavu slozek je stav
kompozice HS

ale nejen to!




0)+b
0)+b

Entangled state

1))®(c
1))®(c

0)+d
0)+d

1)) = (ac|00) + ad| 01) + be|10) + bd |11))
1))=(e|00) + £|01)+ g|10) + h|11))

ac=e,ad = f,bc=g,bd =h

e=h=0,f =g

. stav V)" fq01> “119)) nelze vyjadfit jako
tenzorovy soucin stavu podsystému

* ma takovy stav fyzikalni smys|?




Ano.

jedna se o tzv. entangled state (vazany stav)

pokud napf. stav |0> vyjadruje spin up a stav |[1>
vyjadruje spin down, pak komponovanym stavem je
popsan systém dvou castic opacného (ale obecné
neznameho) spinu, coz je ve fyzice bezné

,vazany" se stav nazyva proto, ze nese mensi
mnozstvi informace

zde uvedeny stav je tzv. maximalneé vazany — nese
tolik informace jako kazdy subsystém (zmérenim
jednoho qubitu ziskame takeé plnou informaci o
druhém)

kazdy vazany stav dvou qubitového registru se da pri
vhodné volbé bazi zapsat jako

| @) = cos ¢[00) +sin p|11)




Paradoxy vazanych stavu

zmerenim jednoho qubitu vazaneho stavu se
automaticky ,zmeri* a tudiz promitne i druhy
(ackoli mohou byt libovolne daleko)

bohuzel nelze vyuzit ke komunikaci
(nemuzeme zjistit jestli je qubit promitnuty)
Ize vyuzit k jinym ucCelum (Sifrovani, dense
coding)

vazané stavy jsou skutecnou pricinou

nesimulovatelnosti kvantového pocitace
(kvantovy pocitaC se chova nelokalne)




Quantum gates

vyvoj QS = operace nad QS
operace = brana (gate)
obdoba klasickych logickych hradel

musi splhovat podminky pro QS
— unitarni matice
— reverzibilita

kvantovy vypocet — série vyvoju QS




Klonovati nemozno
(no cloning)

* problem: Je mozno vytvorit kopii kvantového
stavu aniz by byl timto procesem znicen?
— (to by se hodilo, protoze bychom mohli presneji urcit
v jakém stavu vlastné Castice je)

* Matematicky: existuje binarni unitarni

transformace (gate) U takova, ze plati
U(]a0>)=|aa>

?




* Dejme tomu ze by existovala. Pak:
U/(|a0))=aa),u (0))=|bb)
C—H a)-+[b)JU(c0))=|cc)
0) = ¢} 9]0) = ——(20) +[00)

U([c0>)=u(%([ao>+\b0>)]:%(U(JaO})JrU

)+|ab)+|ba)+|bb)) = == a)+

= = (aa)+]o)
# < (aa)
c)®

=|c)®|c)=|cc) =U(c0))

Neexistuje




Dusledky no cloning

konec kvantoveho piratstvi

z neznameho kvantového stavu opravdu neziskame
zadnou informaci navic

umoznuje kvantove Sifrovani

existuji transformace které nektere stavy klonuiji (ale ne
vSechny)

existuji transformace ktereé temer klonuji (vytvareji
kopie, ale ty nejsou presné)

existuje transformace realizujici tzv. kvantovou

teleportaci, coz je prakticky klonovani, ve kterém je
original znicen




Toffoli gate

-
[ Y

O 1O~ O|~O 0O

,2EXistuje univerzalni quantum
gate?”

— obdoba NAND z klasické logiky
— problem s reverzibilitou

— Toffoliho brana (Controlled Not)

— jakakoli binarni funkce stavu QS
se da vyjadrit jako posloupnost
Toffoliho bran

—_ =1 OO = ~O0O0 0 |T
1O~ OO0 0
= = OO0 = ~0O0 0 |T




Hadamard Gate

unarni hradlo

Bl

prevadi zcela urceny stav na zcela neurceny
(vzhledem k dané bazi)

vysledek je zcela urCeny vzhledem k bazi nazyvaneé
Hadamardova (nebo téz dualni, znacCeni s Carkou)

dvoji aplikace Hadamardovy brany je negaci vstupu
(jeden bazovy stav se zmeni na druhy)

— proto téz oznacovana jako odmocnina z NOT
— obecné ale neexistuje neguijici brana ve smyslu <f(x)|x>=0




Inverze okolo prumeéru

n-vstupova brana )
"=

provadi transformaci > ali) >
i=0 i=0

|ze vyjadrit unitarni matici
2 2

-5 or

2
2

M

2
2"

nebo téz jako kompozice —H R "H,




U;

definovano pro libovolnou binarni funkci
plati ze existuje transformace

X,b) = | X,b® (X))

protoze

— transformace je reverzibilni

— mame Kk dispozici Toffoli gate

aplikujeme-li na superpozici vstupu, pak
dostaneme superpozici vysledku (vSechny
najednou, hned)




\ £

* mejme funkci
f:01,...2" > o1}
* pak existuje transformace
[x) (1) x)

— neni to na prvni pohled zfejmé, ale uvazme
ze plati

12 0)-I0)) = 1) -xae 1)




Groveruv hledaci
algoritmus (GS)

* Uloha:

— Mejme diskrétni mnozinu moznych hodnot x a
funkci f(x) zobrazujici kazdou z téchto hodnot
do binarni hodnoty. Najdeme x takove, ze
f(x)=1.

 mnoho uloh se da na takovouto ulohu
prevest

» Groveruv algoritmus umoznuje hledat v
exponencialne rozsahle mnozine v case

O(n’I/Z)




Groveruv vyhledavaci
algoritmus

* postup:
1. vytvorime stav reprezentujici vSechny mozné
vstupy

J— s
aplikujeme V;
— zména znaménka u hledanych vstupu
aplikujeme inverzi okolo prumeéru
opakujeme kroky 2-3 E zn] krat
provedeme mereni vzhledem ke standardni bazi
— tento iterativni proces se také nazyva
amplifikace amplitudy




Intuitivni pohled na GS

amplitudy stavu jsou na za€atku kladna a stejné
velka Cisla
amplituda hledaneho stavu se aplikaci V;
prevrati, {j. je zaporna
prumer je kladny
prevracenim okolo pruméru se amplituda vetsiny
stavu zmenSi, ale amplituda hledaného stavu se
zvetsi
funguje jenom dokud je prumér kladny!
— tato podminka plati pravé Z.[,n krat

4

— obvykle je treba o iteraci min/vic, tj. amplituda
hledaneho stavu neni presne jedniCkova




GS graficky




Kvantova radiozita s GS

* pripravime kvantove registry pro radiozity
jednotlivych trojuhelniku (zcela neurcené)

» pripravime unitarni matici, ktera z radiozit
vypocita zbytkovou energii v systemu

(suma absolutnich rezidui v radiozitni
matici)

» pripravime matici V; pro funkci urcujici
zda je reziduum nulove

« aplikujeme GS




Quantum SR s GS

1. vytvorit U, pro odchylku pri simulaci
degradace

2. opakovat:
. zvolit prah chyby
. vytvorit V¢ pro U<prah

. vytvorit Hadamard state reprezentujici
vSechny mozne obrazy

. amplifikovat amplitudy obrazu podle V;
. proveést projekci, eventualnée snizit prah




Shoruv faktorizacéni
algoritmus

jeden z prvnich kvantovych algoritmu
rozklada Cisla na soucin

bezi v Case polynomialnim k logaritmu
rozkladaného cCisla

konkrétni postup je netrivialni (zahrnuje QFT —
Quantum Fourier Transform)

(neni ovSem dokazano ze faktorizace je NPC
problém — Shoruv algoritmus nedokazuje ze
kvantové stroje dokazi resit NPC ulohy)




Kvantove sifrovani

* Shoruv algoritmus je vaznou hrozbou pro
asymetrickeé sifry s verejnym klicem
— zalozeny na predpokladu ze neexistuje polynomialni

faktorizacni algoritmus

* quantum computing ale poskytuje jiné
prostredky zabezpeceni prenosu poskytujici
bezpecnost zalozenou na zatim
nevyvracenych prirodnich zakonech

* QKG je prakticky vyzkouseny postup
(polarizovany laser v optickém vlakne)




Sifrovani tajnym klicem

 jedna z nejjednodussich sifer

» pokud je zaruceno zcela nahodné
generovani klice, ktery je stejne dlouhy
jako zprava a ktery neni pouzit vice nez

jednou, pak je zaruCena uplna
bezpecnost.

e binarni verze
c=m®km=cP®k

» problem — generovani a distribuce klice
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QKG Benetta a Brassarda

 Alice chce poslat Bobovi zpravu
— je treba vygenerovat a prenést klic

 Alice vygeneruje dve nahodné sekvence

 Alice zakoduje bit z prvni sekvence ve
standardni nebo dualni bazi, podle bitu z druhe

sekvence 0,0 »[0)1,0 - [1)
01— |0)11— 1)

— neortogonalni stavy
— neexistuje measurable ktery je spolehlive odlisi




QKG

Bob vygeneruje take nahodnou sekvenci, podle kterée
voli measurable

— pokud zvoli bazi odpovidajici kddovani, pak dostane prave
hodnotu bitu

— pokud zvoli nespravnou bazi, pak je pravdépodobnost spravne
hodnoty V2

Bob zverejni jake pouzil baze

(nikoli co nameéril)

Alice mu odpovi v kterych pripadech zvolil spravnou
bazi

sekvence hodnot namérenych se spravnou bazi je
klicem

— Jje nutno provest test konzistence klice




QKG - priklad

Alicina sekvence

Alicina kodovaci
sekvence

Odeslany stav

Bobova mérici sekvence

Vysledek Bobova méreni




Lamani QKG

» eavesdroper Eve

* nemuze provadét méreni, protoze
zvolenim spatne baze by zmenila
vysledek Bobova mereni
— Bob a Alice by nemeli shodny KliC
— pri testovaci fazi by se na to prislo

* nemuze si udélat kopii sekvence, protoze
stavy neni mozno klonovat
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